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Sur la stabilité conditionnelle 
par rapport aux perturbations permanentes. 
Par C. CORDUNEANU à Jassy (Roumanie). 
Dans un travail précédent [2], nous avons défini la notion de stabilité condi-
tionnelle par rapport aux perturbations permanentes, en illustrant cette défi-
nition dans le cas des systèmes différentiels presque-linéaires. 
Nous allons considérer maintenant des systèmes différentiels de la forme 
sous des hypothèses qui assurent l'existence d'une famille de solutions bornées 
sur le demi-axe t ^ t 0 . 
Les fonctions f ( t , x 1 , . . , , x i ) seront supposées fixées pendant que les 
fonctions Rt(t, xu ..., xn) seront interprétées comme des termes perturbateurs. 
Le caractère conditionnel de la stabilité résultera du fait que, dans sa 
définition, on engage seulement les solutions bornées des systèmes de la 
forme (1). 
1. Pour démontrer l'existence des solutions bornées des systèmes de la 
forme (1), nous aurons besoin de certains résultats que nous avons établis 
antérieurement [3]. 
Supposons que la fonction f(t, x) satisfait aux conditions suivantes : 
a) elle est continue dans le domaine t ^ t 0 , \ x \ ^ H ; 
b) elle admet une dérivée par rapport à x, telle que 0 < m ^ — ^ M 
dans tout le domaine de définition ; 
c) | f i t , 0)| K^ mH pour t s t0. 
Alors, l'équation différentielle 
admet une seule solution x(t), définie sur le demi-axe t t0, telle que 
\x(t)\ :5 I f . Cette solution satisfait à l'inégalité 
(1) 
dx, 
dt fl{t,x1,..., x) + R,{t, x x n ) (1 ^ i n) 
(2) 
(3) V /1 m 
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L e m m e 1. Soit fH (t, x) (B§1) une suite de fonctions satisfaisant aux 
conditions a), b), c), et soit x„(t) (n > 1 ) la solution de l'équation 
(4) =/-(*,*), 
satisfaisant à la limitation (3). Admettons que 
(5) lira fn(t,x)=f(t,x), 
ÎL->CO 
uniformément dans tout domaine ta^t^S tt, \x\^H. Si f i t , x) satisfait à la 
condition b) avec -^—continue, on a 
' dx 
(6) lim xn(t) = x(t), 
n-y M 
uniformément sur tout intervalle f0 = f = ii> x(t) étant la solution de l'équation 
(2) pour laquelle l'inégalité (3) est satisfaite. 
D é m o n s t r a t i o n . Tout d'abord remarquons que la fonction f(t,x) 
satisfait elle-même aux conditions a) et c). Par conséquent, il existe une 




-f{t, x)-f(t,xn) +/(/, xn)-fn(t, xn) (n 1). 
Mais f{t, x)—fit,xH) = (pnit)ix—xn), cpnit) étant des fonctions continues 
sur le demi-axe t s t0, telles que 0 < m ^ cpnit) ^M, « s 1. La fonction x—x„ 
satisfait donc à l'équation linéaire 
(7) dix~xn) = M t ) (x x (/; Xn) 
Les hypothèses admises assurent l'existence d'un nombre positif K l r 
tel que 
(8) |/(/, x„it))~Mt, xnif)) = Kx (/&/„, « s 1), 
ce qui nous permet de représenter la fonction x — x n (/? ^ 1) à l'aide de la 
formule 
co z 
(9) x (t)—Xn it) = — J e x p (— f cpn id)dd) { f n (T, Xn (T) ) — / „ (T, xn (T) )} d T. 
t t 
Fixons maintenant un intervalle t = h soit T > t 1 . Si U t k t ^ k T , 
alors 
T CD 
(10 ) | x ( 0 - x B ( 0 l Si / | / ( t , xn(T))—fniT, xnir))\dT + K; j dx. 
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Soit s > 0 un nombre arbitraire. Choisissons T suffisamment grand, tel que 
CD 
(11) Ai [ é>-"i(i-« dx == e-"1^ < j . 
T 
D'après (5), on peut trouver un entier N(s, t,) tel qu'on ait dans 
l'intervalle t a ^ t ^ T 
(12) | f ( t , xn(t))-fn(t, xn(t))\ < 2(T?_to), 
dès que « s Nis, tt). 
En tenant compte des relations (10), (11) et (12), il résulte 
(13) | x(t)—xn(t) | < s /0 trÉà tu n ^ Nis, 10, 
ce qui achève la démonstration du lemme 1. 
Supposons maintenant que la fonction f i t , x) satisfait à la condition a), 
et en outre aux conditions suivantes : 
i f 
bx) Elle admet une dérivée par rapport à x, telle que — M 
0 X 
— 0, dans tout le domaine de définition; 
ci) i f ( t , 0)| si K< niH pour t t0. 
Alors, l'équation (2) admet une seule solution xit) définie sur le demi-
axe avec \x i t ) \ ^kH, satisfaisant à la condition initiale 
(14) *(/„) = x „, 
dès que 
(15) 
Plus précisément, cette solution satisfait à l'inégalité 
( 1 6 ) t ^ t 0 . 
R e m a r q u e . On peut énoncer un lemme analogue au lemme 1, en 
remplaçant les conditions a), b) c) par les conditions a), bx), Cx). Cela résulte 
directement des théorèmes généraux sur la dépendance continue de la solu-
tion par rapport aux seconds membres des équations (sur tout intervalle fini). 
2 . Considérons maintenant des systèmes différentiels de la forme 
(17) ^=Mt,x1,...,x,) + hl(t) (1 < / si n) 
sous les hypothèses suivantes : 
a) Les fonctions f(t, x1}..., xt) sont continues dans le domaine 
t is t(l, \xt\^H (1 ^ i ^ n ) . 
232 C. Corduneanu 
fi) Chaque fonction f(t,x1,...,xl) admet une dérivée par rapport à x,, 
satisfaisant à l'une ou l'autre des conditions: 
(A) — — 0, 
d 
(B) 0 < m ^ — M. 
Nous allons désigner par ÎA un indice quelconque pour lequel la condi-
tion (A) est satisfaite. iB aura une signification analogue. 
î - i 
7 ) M t , 0 ) °> I U t , x u . . . , x ^ , 0 ) \ ^ L Z \ X j \ ( 2 g i ^ / z ) , 
L étant une constante positive. 
En ce qui concerne les fonctions h,(t) (1 ^ i ^ n ) nous ferons des 
précisions ci-dessous. 
Dans ce qui suit, nous allons utiliser les notations suivantes : si f(t) = 
= {/i(0> • • - , /«(0} e s t u n e fonction-vecteur bornée sur le demi-axe t > t,,, 
alors = sup 1/(01, H/H = max| | / , | | . 
L e m m e 2. Admettons les hypothèses a), fi), y). De plus, les fonctions 
hi(t) (1 ^ /' ^ n) soient continues et bornées sur le demi-axe t^t0. 
Le système différentiel (17) admet alors une seule solution x(t) définie 
sur le demi-axe t ^ t0, telle que 
(18) x„(/0) X°, i = iÂ, 
dès que \\h\\ et ,2|x°| sont suffisamment petits. Cette solution satisfait à 
3=lA 
l'inégalité 
(19) ||x|| + 
P et Q étant deux nombres positifs qui dépendent seulement de L et m. 
D é m o n s t r a t i o n . Considérons tout d'abord la première équation du 
système (17): 
( 2 0 ) ^ = / ] ( i , x 1 ) + / z 1 (0 . 
En tenant compte des hypothèses a), fi), y) et du fait que x? et h(t) sont 
assez petits, il résulte que l'équation (20) admet une seule solution xx{t), 
définie sur le demi-axe t t,, et satisfaisant à la condition (t) < H, quand 
l'indice 1 est un iB. Quand l'indice 1 est un iA, l'équation (20) admettra 
aussi une seule solution x^t), définie sur le demi-axe t s t0 et satisfaisant à 
la limitation \x-,(t)\^H, telle que x t(4) = xî. 
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( 2 1 ) M ^ S i l * ! 
Soit sl = 1 pour i = U et £¡ = 0 pour i = iB-
Les inégalités (3) et (16) nous permettent d'écrire 
H M 
m 
x, (t) étant déterminé, la deuxième équation du système (17) contiendra 
seulement l'inconnue x,(t). Si l'indice 2 est un iB, x2(t) sera uniquement 
déterminé. Si l'indice 2 est un iA, il faudra tenir compte des conditions (18). 
En tenant compte de l'inégalité (21), on peut écrire 
(22) l lxJ 3§£>|xS| + ^ £ 1 | x î ] + ). v / H -ii -1 ' m ' 1 m { m ) 
Un raisonnement par récurrence nous montre que les fonctions x (t) 
(1 ^ i ^ n ) sont uniquement déterminées à l'aide du système (17) et des 
conditions (18). De plus, les inégalités 
<23> ( l s ( a a ) 
sont vérifiées. Si nous posons 
t f i V* 1 ) 1 ( 1 V 
( 2 4 ) ! • 
on aura 
\\x\\^P Z l * ? l + Q P ] | , 
3='A 
c'est-à-dire, l'inégalité (19). 
Il résulte, en tenant compte des considérations faites ci-dessus, qu'il 
suffit d'admettre 
(25) P Z \ X j \ + Q \ \ h \ \ ^ H . . 
3 = » A 
C'est justement la précision des limites supérieures pour les grandeurs 
Z r ê l et ||A||. 
3=1A 
Le lemme 2 nous permet de démontrer sans difficulté un théorème de 
stabilité conditionnelle par rapport aux perturbations permanentes. Mais, il se 
montre utile encore dans la démonstration d'un théorème d'existence. 
3 . Envisageons maintenant les systèmes différentielles de la forme (1). 
T h é o r è m e 1. Supposons que les fonctions / , {t, xu . . x ) (1 / n) 
rt f 
satisfont aux conditions a), /5), y), et que les dérivées ^ (1 i rs n) sont 
continues. Supposons encore que les fonctions R,(t, x,, . . . , x„) (1 < / ^ n) sont 
234 C. C o r d u n e a n u 
continues et bornées dans le domaine t^t0, ]xt| ^ H (1 ^ i^ n) et y vérifient 
l'inégalité 
(26) QR < H oh R= max {sup | Rl(t, x,..., xn) [}. 
% 
Il existe alors au moins une solution x(t) du système (1), définie sur le 
demi-axe t^t0, satisfaisant aux conditions (18), dès que 
(27) P Z \ x ° \ ^ H — Q R . 
D é m o n s t r a t i o n . Nous allons utiliser le théorème de SCHAUDER 
et TYCHONOFF sur l'existence des points invariants. Remarquons tout d'abord 
que les solutions du système (1) sont des applications continues du demi-
axe i s f 0 dans l'espace euclidien à n dimensions Rn. Par conséquent, 
l'espace C0([i0, + Rn) s'impose d'une façon naturelle. C'est l'espace 
vectoriel des applications continues du demi-axe t^t0, dans R11, avec la 
topologie de la convergence compacte ([1]), p. 13). Il faut remarquer que 
l'espace C0([i0, + R ) est localement convexe et métrisable. Cette dernière 
propriété nous permet l'utilisation des suites dénombrables. 
Considérons l'ensemble M des applications u(t) = {u1(t),..., «„(/)}£ 
€ j C o ( [ i 0 , + R"), telles que \ut(f)\ ^ H pour t ^ t„, 1 ^ i ^ n . L'ensemble 
M est un sous-ensemble convexe de l'espace C c ( [ t 0 , + c»), Rn). 
Pour tout u£M, soit Au = x = {x1{t), . ..,xn(t)} la solution du système 
d v 
(28) ^=Mt,x1,...,xl) + Rl(t,u1,...,un) (1 ^ i ^ n ) 
satisfaisant aux conditions initiales (18) et telle que \xt(f)\^H, \ Si n. 
L'existence et l'unicité de telle solution est assurée, en vertu du lemme 2, 
par les hypothèses a), fi), y) et par les inégalités (26) et (27). 
Il est évident que 
(29) AMczM. 
Nous nous proposons maintenant de montrer la continuité de l'opérateur 
A. Soit donc uV{t) = {uf\t),..., Un\t)} (k s 1), une suite d'éléments appar-
tenant à Ai et soit Au^ = x^(t) = {xf\t),..., x%\t)}. Si lim u"" = a dans 
le sens de la convergence compacte, c'est-à-dire uniformément sur tout inter-
valle fini, il faut montrer que lim x<® = x = Au, dans le même sens. Cela 
l: >• co 
veut dire que 
(30) lim x¥)(t) = x l ( f ) (1 n), 
7c—> oo 
uniformément sur tout intervalle fini. Maintenant, tout est réduit au lemme 1 
et aux théorèmes sur la dépendance continue de la solution par rapport aux 
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•seconds membres des équations. Pour en déduire (30), on appliquera un 
raisonnement inductif sur i. 
Enfin, l'ensemble AM est compact dans l'espace C0([/0, + Rn). En 
effet, les fonctions xt(t) (1 ^ / ^ «), pour xÇAM, sont uniformément bornées, 
ainsi que leurs premières dérivées, sur tout le demi-axe t is t0. Par con-
séquent, elles constituent une famille équicontinue. Le théorème d 'Ascou 
•([I] p. 43) nous permet d'affirmer que l'ensemble AM est relativement 
compact. Mais, l'ensemble AM est fermé dans l'espace C0([4, + Rn), étant 
l'image continue d'un ensemble fermé. 
Toutes les conditions du théorème de SCHAUDER et TYCHONOFF étant 
satisfaites, par l'opérateur A et par l'ensemble M, on peut affirmer l'existence 
•d'une application x(t), telle que Ax=x. Les équations (18) nous montrent 
que cette application est une solution du système (1), ce qu'il fallait 
démontrer. 
4 . Considérons le système différentiel 
(31) x) (1 < / < n), 
dans lequel les fonctions f ( t , xlt..., x%) satisfont aux conditions a), f>) et y). 
D'après le lemme 2, x(t) = 0 est la seule solution du système (31), 
satisfaisant aux conditions initiales 
<32) x,(f0) = 0, Ï = ÎA. 
Le système (31) admet aussi une solution unique x(t), définie sur le 
demi-axe t ^ t 0 , satisfaisant aux conditions (18), dès que 
3=%A 
Mais, la stabilité de telle solution revient à la stabilité de la solution banale. 
T h é o r è m e 2. Soient f i t , xlt . . ., x) (1 < / < n), des fonctions satisfai-
sant aux conditions a), ¡3) et y). Alors, quel que soit s > 0, (s < H), on peut 
trouver deux nombres positifs à (s) et i]{s), avec les propriétés suivantes: 
Pour tout système de nombres x° ( j = U) tel que 
<33) 2 \ x ° \ <d(e) , 
et fonctions Ri(t, xlt..., xn) (1 ^ki^kn), continues dans le domaine t s t0, 
|x4| ^ H (1 < i < n), telles que 
(34) \R,{t, xu..., xn) | <?](s), (1 ^ i n), 
toute solution x(t) du système {1), définie sur le demi-axe t ^ t„ et satisfaisant 
aux conditions (18), satisfait aussi à l'inégalité 
<35) | ]x | |<É. 
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D é m o n s t r a t i o n . Soit x(t) une solution du système (1), définie sur 
le demi-axe t^t0 et satisfaisant aux conditions initiales (18). Posons r, (t) ---.,, 
= Rl(t,x1(t), ...,xn(t)), (1 ^ i ^ n ) . D'après (19), (33) et (34), on p e u t 
écrire 
(36) ||x||</><*(«) +QÎK«). 
Cette inégalité nous montre que (35) est vérifiée, en prenant, par 
exemple, 
2 P ' , w 2 Q " 
R e m a r q u e 1. D'après le théorème 1, pour l'existence d'une solution 
(au moins) satisfaisant aux conditions (18), il suffit d'admettre, de plus, la 
n £ 
continuité des derivées (1 / n). dX, v ' 
• R e m a r q u e 2. Nous n'avons fait aucune hypothèse concernant 
l'unicité. Par conséquent, s'il existe plusieurs solutions satisfaisant aux con-
ditions (18), l'inégalité (35) vaut pour l'une quelconque de ces solutions, dès 
que (33) et (34) sont satisfaites. 
R e m a r q u e 3. Les cas f,(t, xu ..., xl)=fJ(t, x) (1 ^ i ^ n) a été 
envisagé dans un autre travail [4]. 
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